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Regressao Linear — Abordagem Inferencial
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Regressao Linear - Inferéncia

@ Até aqui a regressao linear foi usada apenas como técnica descritiva.
Se as n observacgoes forem a totalidade da populagao de interesse,
pouco mais ha a dizer.

@ Mas, com frequéncia, as n observagées sao apenas uma amostra
aleatoria de uma populacao maior.

@ Um hiperplano ajustado a partir duma dada amostra,
y = bg + b1 X1 + b2 X2 + ... + bp Xp, € apenas uma estimativa de um
hiperplano populacional

y = Po+ P1x1 + BaXo+ ... + PpXp .

Outras amostras dariam hiperplanos ajustados diferentes.

@ Coloca-se o problema da inferéncia estatistica.
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O problema da Inferéncia Estatistica na Reg. Linear
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MODELO - Regressao Linear

A fim de se poder fazer inferéncia sobre o hiperplano populacional, vamos
admitir pressupostos adicionais.

Y —variavel resposta aleatoria.

X1, ..., Xp — variaveis preditoras nao aleatorias (fixadas pelo
experimentador ou trabalha-se condicionalmente aos valores
de xi, ..., Xp)

O modelo sera ajustado com base em:

{(X1(i)> X2(iy s Xp(i Y)}, ; — nconjuntos de observagoes independentes das
variaveis xy, X2, ..., Xp € Y, sobre n unidades experimentais.
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MODELO RL - Linearidade

Vamos ainda admitir que a relacao de fundo entre Y e x4, X2, ..., Xp, €
linear (afim), com uma variabilidade aleatéria em torno dessa relacgao,
representada por um erro aleatoério €. Paratodooi=1,....n:

Y,‘ = ﬁo -+ ﬁ1 X1(i) s e e ﬁp Xp(,') e E;

i { l l l i l
v.a. cte. cte. cte. cte. cte. v.a.
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MODELO Regressao Linear — Os erros aleatérios

Vamos ainda admitir que os erros aleatorios &;:
@ Tém valor esperado (valor médio) nulo:

E[&‘,‘] =0, Y=l

(nao é hipétese restritiva).
@ Tém distribuicdo Normal (é restritiva, mas bastante geral).
@ Homogeneidade de variancias: tém sempre a mesma variancia

Vle] = 6%, Vi=1,..n

(é restritiva, mas conveniente).

@ Sao variaveis aleatérias independentes
(é restritiva, mas conveniente).
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O Modelo Linear

O modelo para inferéncia na regressao linear € assim:
O Modelo Linear

Q@ VYV = ﬁo+ﬁ1X1(,‘)+ﬁ2X2(,')+"'+ﬁpo(,')+£,', i = | e e
@ ¢ ~ 4(0,0%, Vi=1,..n.

Q {&}" , v.a. independentes.

NOTA: Os erros aleatérios sao variaveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.).

Dado o modelo, o valor esperado (médio) de Yj;, condicional aos valores
X1,X2,...,Xp dos preditores, é:

i = E[Yi|x1,X2,....Xp] = Bo+ B1X1+ Baxo+ ...+ PpXp .

NOTA: B; (j # 0) é a variagdo média em Y, associada a um aumento de uma
unidade em x;, mantendo os restantes preditores constantes.
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O estudo do modelo

Um primeiro objectivo da inferéncia: os p+ 1 parametros do modelo, f3;
{J=0,1,...;P)-

Os parametros ajustados b = (by. by, bs. .... bp), s&o estimativas desses parametros.

Para ser possivel construir intervalos de confianca e/ou efectuar testes de
hipoteses sobre os valores dos parametros populacionais f3;, ha-que:

@ Definir estimadores f3; dos parametros populacionais;

@ conhecer as respectivas distribuicées de probabilidades (ao abrigo do
Modelo);

A validade da inferéncia depende da validade dos pressupostos do modelo.
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A notacao matricial/vectorial

Yi = PBotPixiy+ BaXogy+ o+ PpXpry + &
Y2 = PBo+Pixie)t+PaXe@)t+ -+ PpXp2)y + €2
Yz = Po+Pixi3)+PaXo@)t -+ PpXpa)y + €3
;Y _XB ﬁ£
As n equacgdes correspondem a uma Unica equacao vectorial:
Y=XB +&,
onde:
Yy ] 1 X1y *2qy 0 Xpp [ [ Po |
Y2 1 X1 (2) XZ(Q, gt xp{2] 51
Y= Vs X= Tay "2 Xpya) ﬁ= P2 g=
L Yn L1 X, X, 0 Xpw | L B |

@ Y e £ sdo vectores aleatorios,

@ X é uma matriz nao aleatéria e B um vector nao-aleatorio.

.€1.

€3

| €n |
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Modelo Regressao Linear - versao vectorial
O Modelo Linear em notacao vectorial

-

Q@ Y- XB+
i 0 0
g 0 a* 02
¢~ hiG.otthoom o3| culd 0
Lo | SR
0o 0 o

(== -

® Cada erro aleatorio individual ¢; tem distribuicao Normal.
@ Cada erro aleatério individual tem média zero: E[g;| = 0.

@ Cada erro aleatério individual tem variancia igual: V[g] = o2.

@ Erros aleatérios diferentes sao independentes, porque Covlg;,g] =0 se

i # j e, numa Multinormal, isso implica a independéncia.




A distribuicao de Y

Teorema (Primeiras Consequéncias do Modelo)
Dado o Modelo de Regressao Linear, tem-se:

Y ~ #(XB, 621n).

De facto, Y é soma de vector ndo aleatério (Xﬁ) e vector aleatério (€):

Y=

L >
o {bx
+

@ £ ~ .4(0,0°,).

@ Somar vector constante (xﬁ) a um vector aleatério Multinormal (€) nao destroi a
Multinormalidade.

@ E[Y]=E[XB +&] = XB + E[] = XB.
@ V[Y] = V[XB +&] = V[€] = 62,
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A distribuicdo de Y (interpretacao)

Y ~ A,(XB. c21,).
Tendo em conta as propriedades da Multinormal:
@ Cada observacao individual Y; tem distribuicao Normal.
@ Cada observagao individual Y; tem média
ui = E[Yj] =X B = Bo+ B1X1(i) + BaXa(i) + - + BoXp(i)-
@ Cada observagao individual tem variancia igual: V[Yj] = ¢°.

@ Observacdes diferentes de Y sao independentes, porque
Cov[Y;.Y;] = 0 se i # j e, numa Multinormal, isso implica a
independéncia.
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O vector de estimadores ﬁ

O vector de estimadores = (fo. B1..... Bp)' é definido a partir da equagao do vector b de estimativas

- mas substituindo o vector y de valores observados de Y pelo vector aleatério Y.
Estimadores de Minimos Quadrados dos parametros

B = (X'X) "XV

O vector B é de dimensao p+ 1. O seu primeiro elemento é o
estimador de 3y, 0 seu segundo elemento é o estimador de f31, etc...

Em geral, o estimador de f; esta na posicao j+ 1 do vector ﬂ

Os resultados gerais ja referidos permitem faciimente determinar a
distribuicao de probabilidades do estimador f.
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A distribuicao do vector de estimadores ﬁ

Teorema (Distribuigdo do estimador )
Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla, tem-se:

B~ Mpi1(B.o?(XX)T).
B é produto de matriz nao aleatéria, (X!X) X!, e vector aleatério, Y:

5

(X'X)"'xt ¥ .
N g—
uB" "z"

@ Y~ #(XB.c2ly).

@ Multiplicar matriz constante, (X!X)~'X!, por um vector aleatério Multinormal (Y)
nao destrdi a Multinormalidade.

® E[B] = E[(X'X)~1X!Y] = (X!X)~'X'E[¥] = (X'X)~ XX - B.
@ V[B] = V[(XIX)~1X!¥] = (X!X)~ X! V[Y][(X!X)~TX!]t =
(XIX) X 621, - X[(XIX) 1) = 02 - (XIX)TXEX[(XIX)]) T = 63(XIX) .
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A distribuicao de B (interpretacao)

B~ Api1(B.o®(XX)).
Tendo em conta as propriedades da Multinormal
® Cada estimador individual f; tem distribuicao Normal.

® Cada estimador individual tem média E[f3;] = B;, logo é centrado

1

® Cada estimador individual tem variancia V[Bj] = 62 (X'X) ;. 1 /. ¢).

(Note-se o desfasamento nos indices).
@ Estimadores individuais diferentes nao sao (em geral) independentes porque

(X'X) " nao é, em geral, uma matriz diagonal: Cov[f;. ;] = o2 (X' X)(, Hj41)"

o Logo o estimador [3, de um parametro individual §; tem distribuicao
B~ N (B, o ), comoz—o (X X)G41.41):
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Sep=1,RLS

Estimacao dos parametros do Modelo RLS
A recta do modelo RLS tem dois parametros: 3, e f3;.

Definem-se estimadores desses parametros a partir das expressoes
amostrais obtidas para bo e b, pelo Método dos Minimos Quadrados.

PR 7 R T

. covxy — Xi—
Recordar: by = 5 =5 ——0— = S5g— = 21 T ,]szy.
Estimador de 34
b=y 2oFvi=Yav, ome= 23
= Yi = iTi com ¢j =
j=1 ° st ’ (n—lls)z(

Nota: O estimador ﬁ1 € combinacao linear de Normais independentes,
loao tem distribuicao Normal.



Sep=1,RLS
Estimacao dos parametros do Modelo RLS (cont.)

Recordar: by =y — by X.

Estimador de S

~ — ~

o 1 _n n 1 . n
fo=Y—-px = ,—_,_Z Yi-XY ¢V = Z(,—T—XC:') Y=y iV

/=1

com B

Quer f31, quer fBy, sao combinacoes lineares das observacoes {Y;}" ,,
logo sao combinacoes lineares de variaveis aleatorias Normais

independentes. Logo, ambos os estimadores tém distribuicao Normal.
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Sep=1,RLS

Distribuicao dos estimadores RLS

Distribuicao dos estimadores dos parametros
Dado o Modelo de Regressao Linear Simples,

A~ F 2
Qb —~ A (31' (n(:ﬁf)'

. 21, =
Qp ~ (ﬁo.o [ﬁ+m])

NOTAS:
@ Ambos os estimadores sao centrados: E[f;] = B1 e E[fo] = Po.

©@ Quanto maior (»-1)s2, menor a variancia dos estimadores.

© A variancia de B}, também diminui com o0 aumento de n, e com a maior
proximidade de x de zero.



A distribuicdo na amostragem de f3; (interpretagéo)

ﬁj ~ A ﬁj ; 0'5}) com oé =02 (X!
| POPULATION
F (B unknown) ..
.‘r{/ \
A

Sample value

1
X)G+1j+1) -

Sampling Universe
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O conjunto de todas as possiveis amostras de dimensao n designa-se o

Universo de Amostragem

A distribuicao de probabilidades de ﬁ,- pode ser vista como a distribuicao dos

valores de b; ao longo do Universo de Amostragem.
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A distribuigao na amostragem de J; (interpretagéo)

f%if\l/V(f&, Cﬁ%) com

drormi)

2 _g2 -1
oﬁj_a (X‘X)UHJ.H] :
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A distribuicao dum estimador individual

Como se viu, tem-se, ¥j=0,1,....p:

lj] ~ N (ﬁj . o2 (xlx)ut i ”)
Bi— b

0'.-.
Bi

~ #(0,1),

com 6z = /2 (X X); 1, 110
B~ (j+1,41)
Este resultado distribucional permitiria construir intervalos de

confianca ou fazer testes a hipoteses sobre os parametros B, nao
fosse o desconhecimento da variancia o2 dos erros aleatorios.
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Sep=1,RLS
Distribuicao dos estimadores RLS

Distribuicao dos estimadores (cont.)
Dado o Modelo de Regressao Linear Simples,

o I, : (0 1)' com G \/ (n- 1]52 \/(n 1)S2
BO_ﬂO . y 2 1 72
Q L A4(0,1), com 4, \/o [ o ”Sx]—c\/ +(n 2

-

NOTAS:

@ O desvio padrao dum estimador designa-se erro padrao (em inglés,
standard error).

@ Nao confundir os erros padrao dos estimadores, O €03, COMO desvio
padrao ¢ dos erros aleatorios.



O problema de o2 desconhecido

Para poder utilizar um estimador ﬁj na inferéncia, € preciso conhecer a
sua distribuicao de probabilidades, sem a presenc¢a de quantidades
nao-amostrais desconhecidas, além de ;.

Para ultrapassar este problema é preciso:
@ obter um estimador para ¢?; e

@ ver 0 que acontece a distribuicao de [i,- quando o é substituido
pelo seu estimador.

Como o= V(g;), Vi, e como 0s erros aleatérios & sdo desconhecidos,
é natural procurar um estimador de ¢ através dos residuos.
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Estimando o2

Erros aleatérios (variaveis aleatérias — ndo observaveis)
& = Y;— (Bo+ B1 X1 (i) + BaXa(iy + - + BpXp(iy)
Residuos (variaveis aleatpriag - obseryéveis) X
Ei = Yi—(Bo+ B1x1(i) + BaXa(iy + - + BpXp(i))
=¥

Residuos (observados)
e = ¥i — (b + by Xq(jy + baXp(jy + ... + bpXpiy)

Quadrado Médio Residual (QMRE)
Define-se 0 Quadrado Médio Residual como

n E2
SQRE ,-E, J

OMRE = 2=+ ~ (e 1)

Dado o Modelo Linear, 62 = QMRE é um estimador centrado da variancia
comum dos erros aleatérios, o2 = V[g]:

E[QMRE] = ¢° .

O Quadrado Médio Residual tem como unidades de medida o quadrado das

unidades de Y. %



Quantidades fulcrais para a inferéncia sobre f;

A estimacao dos erros padrao com o QMRE transforma as
distribuicoes normais em distribuicoes t-Student

Teorema (Distribui¢coes para a inferéncia sobre f3;)

Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla, tem-se

B

B —
O'Bj

~ [n (p+1) ‘?’]201p

A / 1
com &5 = \/QMRE - (X'X) !4 ..

Este Teorema da-nos os resultados que servem de base a construcao de

intervalos de confianca e testes de hipéteses para os parametros f; do
modelo populacional.
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Sep=1,RLS

Quantidades centrais para a inferéncia sobre S e 34

A estimacao dos erros padrao com o QMRE transforma as distribuicoes
normais em distribuicoes f-Student

Distribuicoes t-Student para a inferéncia sobre S e 3
Dado o Modelo de Regressao Linear Simples, prova-se que:

21_& -~ 5. — MRE
o ﬁ tn—2 [ Com O.ﬁ — (n 1]S£

bobo
Q o th-2., COM &5 = \/QMRE[

1, _
n " (n-1)sZ

Este Teorema € crucial, pois da-nos os resultados que servirao de
base a constru¢ao de intervalos de confianca e testes de hipoteses
para os parametros da recta populacional, 3y e B4.
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Deducao de intervalo de confianga para f;

Sabemos que 5%31 ~ th-(p+1)- LOGO,
j

",‘/ \\. t¢'I—l pel)
l“‘ I.II
l’ ll
] ]
I{
\
‘I
\
\
= \
2 |
f \
, 1-a
3 / )
@ .J ................................. ¥-
- ~laf3 !
3 -3 1 Q



Deducao IC para f5; (cont.)

Trabalhar a dupla desigualdade até isolar f;:

ﬁ._ﬁ.
P[—[g. < -ﬁ;‘ < t% =1-qa

O intervalo aleatério

| B-tg-65 . Bi+tg-d;

J

contém f; com probabilidade 1 — «.
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Intervalo aleatdrio para f; (interpretagao)

] Bi—ts-6; . Bittg-6; [

1

POPULATION
18; usknown) o
! Sampling Universe
:‘ b:" ' bl" b: b,' N\ D'" b""
\ v v ¥ 1 ]
Jatti. ot att. oM lat. &' Ja. &) Ja. & Jar .| PN |

Cada amostra no Universo de Amostragem gera um intervalo concreto,
chamado Intervalo de Confianca

Uma propor¢éao 1« desses intervalos contém o verdadeiro valor de ;. Os
restantes a nao contém f;.
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Intervalo de confianga para f;

Intervalo de Confianga a (1 — ) x 100% para B;

Dado o Modelo de Regressao Linear Mdltipla e uma amostra, eis o intervalo
a (1—-a) x 100% de confianga para o parametro f3;:

] O~ lan oy % Yl % |

sendo:
® b; o elemento j+1 do vector das estimativas b

: a e o .
9 'a (- (ps1)) 0 quantil de ordem 13 da distribuicao t, (p.1);

o aﬁ = \/ QMRE (X'X), ! (com o valor de QMRE na nossa amostra).
/

U+14+1)

NOTA: A amplitude do IC aumenta com QMRE e o valor diagonal da matriz (XX)
correspondente ao parametro ;.
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Sep=1,RLS
Intervalo de confianca para 3

Intervalo de Confianca a (1—a) x 100% para f;

Dado o Modelo RLS, um intervalo a (1—a) x 100% de confianca para o
declive 1 da recta de regressao populacional € dado por:

]b1—t 6

‘zl[n 2 [;1

s b 1oz %, [ ’

tendot, ,.biedy sido definidos em acetatos anteriores.
2

NOTAS:
@ O intervalo é centrado em b,.

@ A amplitude do intervaloé 2 xt, . G;.
$n-2) "B

@ A amplitude aumenta com QMRE e diminui com ne s: &; = \L‘"’RSE

@ A amplitude do IC aumenta para maiores graus de confianca 1—«.
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Sep=1,RLS

Intervalo de confiancga para S

Intervalo de Confianca a (1—a) x 100% para g

Dado o Modelo de Regressao Linear Simples, um intervalo a (1—a) x 100%
de confianca para a ordenada na origem, 3, da recta populacional é:

]b"_tgln-z’l'aﬁo ' b“”gln--zl'aﬁo[’

onde t by e 6’30 foram definidos em acetatos anteriores.

2(n-2)’

NOTAS:
@ O intervalo é centrado em by.
@ A amplitude do intervaloé 2 x t 6

G102 “fiy’
@ A amplitude aumenta com QMRE e com X? e diminui com n e s2:
u
1, ¥
Oy = MRE - | = +
Po d Q n (a2 Sf.]

@ A amplitude do IC aumenta para maiores graus de confianca 1—c.



Ainda o exemplo dos lirios
=l proc reg data=iris;
RLM model PetalWidth = Sepallength SepalWidth Petallength/clb;

ran;

Parameter Estimates

~

Earameler Standard [
Variable DF | Estimate Error |t Value Pr > |t|] 95% Confidence Limits
Intercept 1 -0.24031§ 017837 -1.35 0.1800) -0.59283 0.11221
SepalLength 1| -0.20727Q 0.04751| -4.36 <0001| -0.30115  -0.11338 Exemplo b,: na nossa amostra estima-se que, em média, a
SepalWidth 1 0.22283 0.04894 455 <0001 0.12611 0.31955 Iargura da pétala diminui 0210727 cm por cada aumento de

1 cm no comprimentos da sépala (mantendo-se as outras

PetalLength 1‘ 0.52408 0.02449J 2140 <.0001 k0.47568 0.5729 medicbes constantes).

. 87 = . /QMRE.(X'X) ! . .

b oV s Como £ 925(146)=1.976346; © IC @ 95% para B é:

1(=0.20727) — (1.976346)(0.04751) ,(—0.20727) + (1.976346)(0.04751)[

As estimativas dos desvios padrao associados
a estimacao de cada um dos parametros

< 1-0.30115,-0.11338]

Temos 95% de confianga em como
o verdadeiro valor de f; (na populacao) esta
compreendido entre —0.30115 e — 0.11338.
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Ainda o exemplo dos lirios

RLS FFproc reg da:a=1:15:|
model PetalWidth = Sepallength/clb;
ran;

Parameter Estimates

( Y- )
Parameter | Standard
Variable DF Estimate Error | t Value Pr> |t 95% Confidence Limits
Intercept 1| -3.20022]| 0.25689 46 <0001 -3.70785  -2.69258 i i
v Um IC a 95% de confianca para o declive da
1 4 . .
S e i) Wi 066690 083694 M oo populacional é] 0.66690, 0.83894.

\, \ y
. —
l l % = QMRE 3+ 5553
85— \ QMRE-(X'X), !, T = [

Nota: O coeficiente associado ao preditor Sepal.Length na regressao linear simples agora ajustada € positivo,
b, =0.75292. No modelo de regressao linear multipla obteve-se um resultado dfiferente, pois contém, além do
preditor comprimento da sépala, outros dois preditores (largura da sépala e comprimento da pétala), que
contribuem para a formacado dos valores ajustados. Na presenca desses dois preditores, a contribuicdo do
comprimento da sépala teve um sinal negativo. Esta aparente contradicao sublinha uma ideia importante:

a introducéo (ou exclusdo) de preditores numa regressao linear tém efeitos sobre todos os parametros, ndo

sendo possivel prever qual sera a equacdo ajustada sem refazer as contas do ajustamento.
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Testes de Hipdteses sobre os parametros

O resultado usado para construir ICs também permite Testes a Hipoteses
sobre cada ;. Admitindo a Hipotese Nula Hj : f5; = c:

=C
Bi—B
| — Pl -
g ——0 ~ ¢, (p+1) » Vi=0,1:p
Gﬁj

Rejeita-se Hy em favor da Hipdtese Alternativa H; : ; # ¢ se o valor
calculado de T na amostra, T.4, recair numa das caudas da distribuicao.

Fixando o Nivel de Significancia a, tem-se a Regiao Critica:

'hlp-l'l

EADZoo
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Testes de Hipéteses (bilateral) a B;

Testes de Hipoteses a B (Modelo de Regressao Linear Multipla)
Hipoteses: Hy: B =c¢ vs. Hy: B # ¢

=C

—

Estatistica do Teste: T = %‘Q ~ th—(p+1) »S€ Hp verdade.
J
Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao bilateral): Rejeitar Hy se

Teale > tafn—(p+1)) U Teale < —lg[n—(p+1)]

< |Tcaic| > tgn-(p+1))
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Testes de Hipéteses a f; (unilaterais)

=C

a
B — Bj Ho
= &4 ~ In-(p+1)
Bj

Com a Hipotese Alternativa H, : §; > ¢, s0 valores
grandes da estatistica sugerem a rejeicao de Hj :
ﬁjSC(OU HoZﬁI'ZC):

Com a Hipétese Alternativa H, : ; < ¢, sé valores
pequenos de T4 sugerem rejeitar Hy : f; > ¢ (ou
Hp : ﬁ,‘ =L
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Testes de Hipoteses sobre os parametros

Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla,

Testes de Hipéteses a ; (Regressao Linear Mltipla)

> <
Hipoteses: Hy: B = ¢ vs. Hi: B # ¢
< >
ﬁ._ﬁzc
Estatistica do Teste: T = ’G—’”" ~ th_(p+1) »S€ Hp verdade.

”!

Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Rejeitar Hy se
Teale < —la[n—(p+1)] (Unilateral esquerdo)
|Tca]c| B ta.'."z[n_(p_i_'])] (Bilateral)
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Os p-values

Valores de prova (p-value)

O p-value é a probabilidade da estatistica de teste tomar valores mais
extremos que o valor calculado a partir da amostra, sob Hp

—

O calculo do p-value é feito de forma diferente, consoante a natureza
da Regiao Critica (RC) (unilateral direita ou esquerda, ou bilateral).

Sendo T —~ n-(p+1)

RC Unilateral direita: p=P[T > Teac]
RC Unilateral esquerda: p = P[T < Teac]

RC Bilateral: p=2%PIT > | Tewll-
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A relacao de p-values e niveis de significancia

@ p—value > o = nao rejeicao de Hy ao nivel «;
@ p—value < o = rejeicao de Hy ao nivel o;

p-value >« p-value <a

0.4
0.4

03
03

densidade t-Student
0.2
1
densidade t-Student
0.2
|

01
01

0.0
0.0

Em geral: p-value muito pequeno implica rejeicao Hp. 102



Ainda o exemplo dos lirios

-lproc reg data=iris;
RLM model PetalWidth =
ran;

Sepallength SepalWidth Petallength/clb:

Parameter Estimates

Parameter Standard
Variable DF  Estimate Error tValue Pr> |t 95% Confidence Limits

1 -024031 017837  -1.35 0.1800

Intercept

—g-59283——0-t1224—> leSte H,: B,=0 vs. H;: B, #0
1. -020727 0.04751 -4.36 <.0001 g-4238—p Teste Hy: ;=0 vs. H;: 1 #0

1 022283 0.04894 455 <0001 o1 L2088 Teste HO: ﬁZ:O VS. Hl: :82 =0
PetalLength [ 1 052408 002449 2140 <0001 ]—0-41553 05248y Teste HO: ﬁ3=0 VS. Hl: ﬁ3 -0

bz—[(3|H 0.52408
Exemplo: Tgg)e = = BslHo _ = 21.40
033 0.02449
O valor de prova (p-value) indica uma clarissima rejeicdo da hipétese nula para um
nivel de significancia usual

SepalLength
SepalWidth

Nota: por exemplo, para o teste H,: f;=0.5 vs. H;: f; #0.5
bs—B3|Hy  0.52408-0.5

Toge = 2=F2lto — = 0.983258473

GES 0.02449

|Tcaicl < 1.96,para a = 0.05,nao se rejeita a hipdtese nula
toos 1,y = Lo.025(146) = 1.96
2

103
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Combinacoes lineares dos parametros
Sejaa = (ay.ay.....a)" um vector ndo aleatério em RP*', O produto interno

a'B define uma combinagcao linear dos parametros do modelo:
a'f = ayPo+aiPfy+axfa+...+apPp -
Casos particulares importantes sao se:
@ atem um unico elemento ndo-nulo, &;,1 = 1: alp = B;.
@ a s tem dois elementos nao-nulos, a;,1=1e aj,y ==+1: a'f =p; = ;.

@ a=(1,x1.%,...,Xp): @'B é 0 valor esperado de Y associado aos valores
indicados das variaveis preditoras:

alf = Po+Pix1+BoXo+ ...+ BoXp
= E[Y|Xi=x1.X2=Xa,..., Xp=Xp]

= Hyy
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Inferéncia sobre combinagoes lineares dos f3;s

Estima-se 5‘5 com a mesma combinacao linear dos estimadores:
étﬁ = ao[;o T 81131 T 32[}2 . BT apﬁp .
Sabemos determinar a distribuicao de probabilidades de é’ﬁ:
@ Sabemos queB ~ Np+1 (ﬁ : cz(X‘X)“)
@ Logo, a'f — .4 (a'B, o2al(X!X) 'a)
@ Ouseja, Z = épap ¥10.1);

Vo2al(X!X) 'a
@ Por um raciocinio analogo ao usado nos f; individuais, tem-se:

5:5 - atﬁ |
v QMRE -at(XtX)-'a

™ ta—(p+1) -
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Quantidades centrais para a inferéncia sobre 5’3

Teorema (Distribuicées para combinacgdes lineares dos f3s)
Dado o Modelo de Regresséao Linear Multipla, tem-se

atR atB
O'étﬁ'

>l

.

n—(p+1) »

com & . = \/QMRE -a(X'X) a.

Este Teorema da-nos os resultados que servem de base a construgao
de intervalos de confianca e testes de hipéteses para quaisquer
combinagoes lineares dos parametros 3; do modelo.
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Intervalo de confianca para a'p

Intervalo de Confianga a (1 — a) x 100% para a!p

Dado o Modelo de Regressao Linear Mdltipla e uma amostra, o intervalo a
(1 — a) x 100% de confianga para uma combinagao linear dos parametros,

a'B = apPo + a1 B + ... + apPp, é:

ab+t,

—a!_. A A
ab-t 0.,z -0 =
Zl-(p+1)] “alp '’ Sin-(p+1)] atlg ’

com &@'b=agby+aiby+..+abp € & :=/QMRE-a'(X'X) Ta.

a'p
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Formulas para a estimagéo de f; + ;

A férmula geral 65,5 = /QMRE -a!(X'X) 'a admite uma expressao

alternativa no caso particular duma soma ou diferenca de dois fs.

Pela formula geral da variancia duma soma ou diferenca de v.a.s,

VIBi£pB] = VIBi]+ VIB]+2Cov[Bi.p .
A GL?'B - 02 ' [(X'X)[’_:”_” T (X'X)Uf”,” - 2()(’)()“3 1J--1l] '
i=Fj

Logo, o erro padrao de f3; + f3; é:

6;3{:;3! — \/OMRE- [(X’X)I[f,_,,” + (X)) 1 140 i2(X'X)|,-T1.,.11] :
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ICs para combinacoes lineares

Numa RLM, o IC duma combinacao linear genérica a‘B, precisa da

matriz das (co)variancias estimadas dos estimadores 8,

——

V[ﬁ] —QMRE - (X'X) ' .

proc reg data=iris;

!

que e gel’ada model PetalWidth = Sepallength SepalWidth Petallength/clb covb xpx;

run;

A matriz das (co)variancias estimadas no exemplo RLM dos lirios é:

Covariance of Estimates

Variable Intercept SepalLength

Intercept 0.0318157664 -0.005075942
Sepallength -0.005075942 0.0022568367
SepalWidth -0.002486105 -0.001344002

PetalLength 0.0015144174 -0.001065046

SepalWidth
-0.002486105
-0.001344002
0.0023949317
0.000802941

PetalLength
0.0015144174
-0.001065046
0.000802941
0.0005998259




ICs para combinacoes lineares

O erro padréo estimado de 5, + f3,

5008, = V1Bs] + V[8a] + 2C00[3,, o]

03,8, = /0.0022568367 + 0.0023949317 + 2(-0.001344002) =0.04431439

Covariance of Estimates

Variable
Intercept
SepalLength
SepalWidth
PetalLength

Intercept

0.0318157664
-0.005075942
-0.002486105
0.0015144174

SepalLength

-0.005075942
0.0022568367
-0.001344002
-0.001065046

SepalWidth
-0.002486105
-0.001344002
0.0023949317
0.000802941

PetalLength
0.0015144174
-0.001065046
0.000802941
0.0005998259



Testes a combinacgoes lineares dos parametros

Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla,

Testes de Hipoteses relativos a a'f

,2
Hipoteses: Hy: @B = c s
<
Estatistica do Teste: T = aﬂ;a?'”o
atp

Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao):

Tcalc < _ta[n-(p+1)]
| Tcalcl > ta,.-"2[n—(p+1 )]
Tcalc > l‘oz[n—(pﬂ)]

Rejeitar Hp se
(Unilateral esquerdo)
(Bilateral)

(Unilateral direito)

111



Intervalos de confianga para E[Y| X1 =Xq,..., Xp = Xp]
Como caso particular do resultado anterior, tem-se:

IC para o valor esperado de Y, dados os preditores

Dado o Modelo RLM e uma amostra com os valores X = (X, Xz,..., Xp)' das
variaveis preditoras, o valor esperado de Y,

Hye = E[Y[Xi=X1,.... Xp = Xp] = Bo + B1 X1 + ... + BpXp ,
é estimado por [y =by+ by X3 +...+bpXp .

Um intervalo a (1—a) x 100% de confianca para u . € dado por:

] ﬂvg . t%ln(mﬂl .aﬁvi . ﬂYi F t%l"(P*”] .aﬂ"* [,

com &; = \/ QMRE -a!(X'X)~1a , onde & = (1.X;.Xp..... Xp).
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Sep=1,RLS

Formulas para uma regressao linear simples

Numa regressao linear simpes, a férmula da variancia de fiy/y é:

. 1 (x-X)¢
2 = = ¢°. |-
o5, Viityx] = o [n+ . ”.3)2‘]
=2
— 82 = OMRE-[l+(X x)2‘
Yix n (n t)'Sx

O intervalo de confianca para uy|, na RLS é:

| (bo+byX)—ts-65,, . (bo+byX)+1e 6,

[
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A variabilidade duma observacgao individual de Y

Consideraram-se intervalos de confianca para o valor esperado de Y,
Ry = E[Y|Xi=x1.%=x...Xp=x] = Bo+ 1 X1 + B2 Xo + ... + BpXp
usam a variabilidade associada ao estimador fiyx:
aﬁh_i = V[Bo+ B1 X1 + BoXo + ... + Bo Xp) = 6% - @' (X'X) 4,
coma = (1,X1,X2,....Xp).
Uma observacao individual de Y tem uma variabilidade adicional, pois:

Y = Uyg+€&€ = Pot+Pixg+Poxo+...+PpoXp+E.

A flutuacao aleatéria de observacées individuais em torno do hiperplano é
V|e] = 6. Sera necessario somar a variancia associada a estimagao do
hiperplano e a variancia das observacgoes individuais:

cagy = Vliyzl+ Vle] = o?-a'(X!X)'d+0% = o2 @' (XIX)"'d+1].
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Intervalos de predicao para Y

Podem obter-se intervalos de predicao para uma observacao individual de Y,
associada aos valores Xj = xq,..., Xp = Xp das variaveis preditoras.

Nestes intervalos, a estimativa da variancia duma observacgao individual de Y
é a estimativa de 7,4, resultante de substituir 2 pelo QURE amostral:

Intervalos de predicao para observacgoes individuais

] “Y\i o t_fz{ ln (p+1)] ' Glndlv b “Yli + t%[n (p+1)] . o'lndlv [

N F NN

ﬂyx=b0+b1x1 +b2X2+...+prp

Sindiv = \/OMRE[14a!(X'X)-1a] com &=(1.x xp....Xp).
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Sep=1,RLS

Formulas para a regressao linear simples
Na regressao linear simples usa-se a formula

1 (X—Y)2 1 (x—?)2
2 2 2 2 .
Chiy = O |—+—F| + 6 =0 |14+—+ .
e n (n 1)-52x Vel n  (n-1)-8x
\—,_/ — £
=Vl{fy;z)

Logo,
RLS: Intervalo de predicao para observacao individual de Y |

] Byix — taz0-2) Onaiv  »  Ryix + tajz(0-2)  Oinaiv | -

com f[yyx=Dbyp+biXx € Oipgiv= \."'OMRE' [1 Fat (:_1:;:21_
| X

Quer numa regressao linear simples, quer numa multipla, estes intervalos
sao necessariamente de maior amplitude que os intervalos de confianca

para py (para igual nivel de confianga (1—a) x 100%). e



Testando a qualidade do ajustamento global

Numa Regressao Linear, o modelo é inutil se for indistinguivel do modelo
nulo, i.e., do modelo de equacao Y; = [, + ¢. O modelo nulo pode ser visto
como um submodelo de qualquer modelo linear, em que todas as variaveis
preditoras tém coeficiente nulo: f5;=0, ) > 0.

O teste de ajustamento global visa testar se um dado modelo linear é
significativamente diferente do modelo nulo.

As hipéteses em confronto sao:

Ho: Br=PBo=..=Pp=0
[MODELO COMPLETO = MODELO NULO]
VS.

Hy: 3j=1,...p tq. B;#0
[MODELO COMPLETO # MODELO NULO]

NOTA: repare que 3y nao intervém nas hipoteses.
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O teste de ajustamento global (cont.)

Definindo:

@ O Quadrado Médio da Regressao como QMR = 298,

p

@ O Quadrado Médio Residual como QMRE = —SQRE_

n-(p+1)

Sob a Hipétese Nula do teste de ajustamento global:

QMR

F =

QMRE Fip.n-(ps1)] -

Esta é a estatistica F do teste de ajustamento global.
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Expressao alternativa para a estatistica do teste F

A estatistica do teste F de ajustamento global do modelo numa Regressao
Linear Multipla pode ser escrita na forma alternativa:

= n-(p+1) R

p 1-R2°

A estatistica F € uma funcao crescente do coeficiente de determinacao
amostral A%, o que justifica a natureza unilateral direita da regiao critica.

As hipoteses do teste também se podem escrever como
Ho: %#° =0 VS. Hy : %% >0.

A hipétese H, : #° = 0 indica auséncia de relagéo linear entre Y e 0
conjunto dos preditores. Corresponde a um ajustamento “péssimo” do
modelo. A sua rejeicao nao garante um bom ajustamento.
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O Teste F de ajustamento global do Modelo

Teste F de ajustamento global do modelo RLM

Hipéteses: Hy: Bi=p=..=p =0
VS.

Hy : 3j=1,..,p talque B; # 0.

Estatisticado Teste: F = SMEL —~ Fip 0 (pi1) Se Ho.

Nivel de significancia do teste: «
Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeitar Hy se Feaic > fajp.n-(p+1)] :
2]
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Outra formulagcao do teste F de ajustamento global

Teste F de ajustamento global do modelo RLM (alternativa)
Hipoteses: Hy : #° = 0 vs. Hy : #° > 0.

Estatistica do Teste: F = 221 B — F, . (4 se Ho.
Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita
Rejeitar Hy se Feaic > fa(p.n-(p+1))

A hipétese nula Hy : #% = 0 afirma que, na populacéo, o coeficiente de
determinacao é nulo.
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Ainda o exemplo dos lirios

Informacao Teste F de ajustamento Global

Analysis of Variance

Sum of Mean

Source DF Squares Square FValue Pr>F
Model 3 81.18964 27.06321 734.39 <.0001
Error 146 538030 0.03685

Corrected Total 149 86.56993

Root MSE 0.19197 R-Square 0.9379
Dependent Mean 1.19933 Adj R-Sq 0.9366
Coeff Var 16.00615
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O R? modificado (adjusted R?)

O Coeficiente de Determinacgao usual define-se como:

g2 _ SQR _ . SQRE
SQT SQT

O R? modificado, sendo QMT = 29T — 52, é:

QMRE - SQRE n-1 =1_(1__R2). n-1

2 — = -
fmea =1~ "omr = '~ "sar 7@+

n-(p+1)°

Para qualquer modelo linear (com preditores), tem-se: R2,_, < RZ.
Se n > p+ 1 (muito mais observagdes que parametros), R? ~ R,"’nod
Se n é pouco maior que p, RZ_. < R? (excepto se A%~ 1).

Quat o 6 é a proporgao da variabilidade total de Y que permanece

inexpllcada apés a introdugéo dos preditores. Logo, A2 “od € 0 ganho na
explicacao de sﬁ associado ao modelo.

Root MSE
Dependent Mean
Coeff Var

0.19197 R-Square 0.9379

1.19933
16.00615

Adj R-Sq

0.9366
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O principio da parciménia na RLM

Recordemos o principio da parcimonia na modelagao: queremos um
modelo que descreva adequadamente a relagcao entre as variaveis,
mas que seja 0 mais simples (parcimonioso) possivel.

Caso se disponha de um modelo de Regressao Linear Multipla com

um ajustamento considerado adequado, a aplicacao deste principio
traduz-se em saber se sera possivel obter um modelo com menos

variaveis preditoras, sem perder significativamente em termos de
gualidade de ajustamento.
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Modelo e Submodelos

Se dispomos de um modelo de Regressao Linear Multipla, com
relacao de base

Y = Bo+PBix1+ Poxo+ Baxz + PaXs + PsXs |

chamamos submodelo a um modelo de regressao linear multipla
contendo apenas algumas das variaveis preditoras, e.g.,

Y =B +Bx + PsXs

Podemos identificar o submodelo pelo conjunto . das variaveis
preditoras que pertencem ao submodelo. No exemplo, . = {2,5}.

O modelo e o0 submodelo sao idénticos se 3; = 0 para qualquer
variavel x; cujo indice nao pertenga a .~

125



Comparando modelo e submodelos

Para comparar um modelo e um seu submodelo (identificado pelo conjunto
2" dos indices das suas variaveis), precisamos de optar entre as hipoteses:

Ho: Bj=0, Vj¢.7 vs. Hy: 3j¢. s talque B;#0.

[SUBMODELO = MODELOQO] [SUBMODELO # MODELO]

NOTA: Esta discussao s6 envolve coeficientes f; de variaveis preditoras

( > 0). O coeficiente By faz sempre parte dos submodelos e nao é relevante
do ponto de vista da parcimonia.

Caso nao se rejeite Hy, opta-se pelo submodelo (mais parcimonioso).

Caso se rejeite Hp, opta-se pelo modelo completo (ajusta-se
significativamente melhor).

Este coeficiente iy nao é relevante do ponto de vista da parciménia: a sua
presenga nao implica trabalho adicional de recolha de dados, nem de
interpretacao do modelo. Apenas permite um melhor ajustamento.
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Estatistica de teste para comparar modelo/submodelo

A estatistica de teste compara as Somas de Quadrados Residuais do:

@ modelo completo (referenciado pelo indice C); e do

@ submodelo (referenciado pelo indice S)

Seja k o numero de preditores do submodelo (k+1 parametros). Tem-se,
sob Hy (ﬁj=0, para todas as variaveis X; que nao estao no submodelo):

SQRE< - SQRE,~
k
F = SgRE - F[p k.n-(p+1)] -
n-(p+1)

Nota: Necessariamente SQREs > SQRE,.

Sao os valores grandes da estatistica que levantam duvidas sobre H,.
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O teste a um submodelo (teste F parcial)

Teste F de comparacao dum modelo com um seu submodelo
Dado o Modelo de Regressao Linear Mdltipla,

Hipoteses:
Ho: Bi=0, Yj¢. vs. Hy: 3j¢.7 talque pJ;#0.

Estatistica do Teste:
SQRE ¢ - SQRE ~

= ,,S_é:;?%” ~ F[p—k.n—-(p+1)]- sob Hp.

Nivel de significancia do teste: «
Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

Rejeltar Ho se Fca[c > fa[p—k.n—(p+1)] i :
3
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Expressao alternativa para a estatistica do teste

A estatistica do teste F parcial pode ser escrita na forma alternativa:

- n-(p+1) Rz-Rg
p—k 1-R2

NOTA: A Soma de Quadrados Total apenas depende dos valores observados
da variavel resposta Y e nao do modelo ajustado. Assim, SQT é igual no
modelo completo e no submodelo.

As hipoteses do teste também se podem escrever como
Ho: #% =%% vs. Hy:%%>%%,

A hipotese Hy indica que o grau de relacionamento linear entre Y e 0
conjunto dos preditores € idéntico no modelo e no submodelo.

Caso nao se rejeite Hy, opta-se pelo submodelo (mais parcimonioso).
Caso se rejeite Hy, opta-se pelo modelo completo (ajusta-se
significativamente melhor).
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Teste F parcial: formulacao alternativa

Teste F de comparacao dum modelo com um seu submodelo

Dado o Modelo de Regressao Linear Multipla,
Hipodteses:
Ho: %3 = %% vs. Hy: %% > %% .
Estatistica do Teste:_ e
7= np(flt” ' 1C_Rgs ~  Flp—k.n(p+1)), SOb Ho.
Nivel de significancia do teste: «

Regiao Critica (Regiao de Rejeicao): Unilateral direita

3 I

Rejeitar Hp se Feaic > fappk.0-(ps1)) : f
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RelacOes dos testes F parcial

O teste de ajustamento global é equivalente a um teste F parcial
comparando um modelo linear e 0 submodelo nulo (sem preditores).

Caso 0 modelo e submodelo difiram num unico preditor, Xj, o teste F parcial
e equivalente ao teste t com as hipéteses Hp : ;=0 vs. H : f; # 0.

Nesse caso, nao apenas as hipoteses dos dois testes sao iguais, como a
estatistica do teste F parcial € o quadrado da estatistica do teste t referido.
@ as hipoteses dos dois testes sao iguais (Hp : j =0 vs. Hy : B # 0);

@ a estatistica do teste F parcial € o quadrado da estatistica do teste ¢
referido:
Fealc = Tc.?alc

Tem-se p— k =1, e como é sabido, se uma variavel aleatoria T tem
distribuicao t,, entdo o seu quadrado, T2 tem distribuicao Fj ,.

Numa regressao linear simples, o teste t ao declive da recta ser nulo €
equivalente ao teste F de ajustamento global. A segunda destas estatistica

de teste é o quadrado da primeira. .



Ainda o exemplo dos lirios

Teste F Parcial de comparagao de um modelo (com p preditores) com um seu submodelo (com k preditores)
Submodelo: PetalWidth = g, + B; PetalLength
Modelo completo: PetalWidth = g, +8; SepalLength+ 5, SepalWidth+ 5 PetalLength

Ho:ﬁl = ﬁz =0 VS. Hl: 3]’:1’2: ﬁ]#: 0

proc reg data=iris;
model PetalWidth = Sepallength SepalWidth Petallength;
test Sepallength, SepalWidth;

run;

The SAS System

The REG Procedure
Model: MODEL1

Test 1 Results for Dependent Variable PetalWidth

T SORE% fQREc R’ejeita-se a hipéAtes_e nula (para qualquer
ry— DF Squar%: Value Pr>F nivel de significancia usual), portanto, a
p—k qualidade do ajustamento dos dois modelos
Numerator ~¥==2 046490 1262 <0001=====P gifere significativativamente.
Denominator 146 0.03685 \ ' SQRE ¢ - SQRE -
Feaic = S({;Rg .
SQRE — L

n—(p+1) F‘E?éﬁ n={p+) 132



Ainda o exemplo dos lirios

Teste F Parcial de comparagao de um modelo (com p preditores) com um seu submodelo (com k preditores)
Submodelo: PetalWidth = g, + B; PetalLength

Modelo completo: PetalWidth = g, +8; SepalLength+ 5, SepalWidth+ 5 PetalLength

De forma equivalente: Ho : ,/;;%

AL ! . Gl ~ Pl

Os valores dos coeficientes de determinagdo amostrais (RZ = 0.9271 e RZ = 0.9379) séo significativamente
diferentes.

proc reg data=iris;

) proc reg data=iris;
model PetalWidth = PetallLength/clb covb xpx; model PetalWidth = Sepallength SepalWidth
run; PetalLength/clb covb xpx R CLI CLM ;
Root MSE 0.20648 R-Square 0.9271 run;
Root MSE 0.19197 R-Square 0.9379
Dependent Mean 1.19933 Adj R-Sq 0.9266
Dependent Mean 1.19933 Adj R-Sq 0.9366
Coeff Var 17.21659
Coeff Var 16.00615
Exercicios:

1) Usando os valores dos coeficientes de determinacao dos dois modelos ajustados verifique que o
valor do Fpurciqicaic = 12.62 (slide anterior);

2) Usando os valores das somas dos quadrados dos residuos dos dois modelos ajustados verifique
que o valor do Fpgrciqicae = 12.62 (slide anterior). 199



Ainda o exemplo dos lirios
Exercicios (continuacio):
Relembrando alguns resultados do ajustamento do modelo completo:

proc reg data=iris;
model PetalWidth = Sepallength SepalWidth PetallLength/clb covb xpx R CLI CLM ;

run;
Parameter Estimates
Parameter Standard
Variable DF Estimate Error tValue Pr> |t 95% Confidence Limits
Intercept 1 -0.24031 0.17837 -1.35 0.1800 -0.59283 0.11221

SepalLength 1 -0.20727 0.04751 -4.36 <.0001 -0.30115 -0.11338
SepalWidth 1 0.22283  0.04894 455 <0001 0.12611 0.31955
PetalLength 1 0.52408 0.02449 2140 <.0001 0.47568 0.57249

3) a) Utilize um teste F parcial para ver se € possivel concluir qgue os modelos com e sem o preditor
SepallLength tém ajustamento significativamente diferente (utilize « = 0.05).
b) Qual o coeficiente de determinagao do submodelo resultante da exclusao dessa variavel?
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Como escolher um submodelo?

O teste F parcial (teste aos modelos encaixados) permite-nos optar
entre um modelo e um seu submodelo. Por vezes, um submodelo

pode ser sugerido por:
@ razoes de indole tedrica, sugerindo que determinadas variaveis
preditoras nao sejam, na realidade, importantes para influenciar
os valores de Y.
@ razoes de indole pratica, como a dificuldade, custo ou volume de
trabalho associado a recolha de observacgoes para determinadas
variaveis preditoras.

Nestes casos, pode ser claro que submodelo(s) se deseja testar.
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Como escolher um submodelo? (cont.)

Mas em muitas situacoes nao € evidente qual o subconjunto de variaveis
preditoras que se deseja considerar no submodelo. Pretende-se apenas ver
se 0 modelo é simplificavel. Nestes casos, a op¢ao por um submodelo nao é
um problema facil.

Dadas p variaveis preditoras, o numero de subconjuntos, de qualquer
cardinalidade, excepto 0 (modelo nulo) e p (0o modelo completo) que é
possivel escolher € dado por 27 — 2. A tabela seguinte indica o numero
desses subconjuntos para p = 5.10,15, 20, 30.

p 2P -2
o 30
10 1022
15 32 766
20 1048 574
30 | 1073 741 822
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Para valores de p pequenos, é possivel analisar todos os possiveis
subconjuntos. Com algoritmos e rotinas informaticas adequadas, a
pesquisa completa de todos os possiveis subconjuntos ainda é
possivel para valores grandes de p (até p ~ 35). Mas para p muito
grande, uma pesquisa completa € computacionalmente inviavel.

Nao é legitimo optar pela exclusao de varias variaveis preditoras em
simultaneo, com base nos testes t a significancia de cada coeficiente
B; no modelo completo.

De facto, os testes t aos coeficientes ; admitem que todas as restantes variaveis
pertencem ao modelo. A exclusao de um qualquer preditor altera o ajustamento:
altera os valores estimados b; e os respectivos erros padrao das variaveis que
permanecem no submodelo. Pode acontecer que um preditor seja dispensavel num
modelo completo, mas deixe de o ser num submodelo, ou viceversa.

137



Algoritmos de pesquisa sequenciais

Caso nao esteja disponivel software apropriado, ou se o0 numero p de
preditores for demasiado grande, pode recorrer-se a algoritmos de pesquisa
que simplificam uma regressao linear multipla sem analisar todo os possiveis
submodelos e sem a garantia de obter os melhores subconjuntos.

Vamos considerar um algoritmo que, em cada passo, exclui uma variavel
preditora, até alcancar uma condi¢cao de paragem considerada adequada, ou
seja, um algoritmo de exclusao sequencial (backward elimination).
Existem variantes deste algoritmo, nao estudadas aqui:

@ algoritmo de inclusao sequencial (forward selection).

@ algoritmos de exclusao/inclusao alternada (stepwise selection).
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O algoritmo de exclusao sequencial com testes aos f3;

@ ajustar o modelo completo, com os p preditores;

@ definir um nivel de significancia « para os testes de hipoteses a B;i=0;

@ para todas as variaveis rejeita-se Hy : pj=07?

» Se sim: nao é possivel simplificar o modelo (passar ao ponto 4).
» Se nao: variaveis em que nao se rejeita Hy sao dispensaveis
(candidatas a exclusao).
* se apenas existe uma candidata a sair, excluir essa variavel;
* se existir mais do que uma variavel candidata a sair, excluir a variavel
associada ao maior p-value (isto €, ao valor da estatistica t mais
proxima de zero)

Reajustar o modelo apos a exclusao da variavel e repetir este ponto 3

@ Quando nao existirem variaveis candidatas a sair, ou quando sobrar um
unico preditor, o algoritmo para. Tem-se entao o submodelo final.
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Critério de Informacao de Akaike

oO® disponibiliza fungdes para automatizar pesquisas sequenciais de
submodelos, semelhantes a que aqui foi enunciada, mas em que o critério de
exclusao duma variavel em cada passo se baseia no Critério de Informacao
de Akaike (AIC).

Critério de Informacao de Akaike (AIC)

O AIC é uma medida geral da qualidade de ajustamento de modelos. No
contexto duma Regressao Linear Multipla com k variaveis preditoras,

define-se como
SQRE;,

AIC=n-In( )+2(k+1).

Nota: O AIC pode tomar valores negativos.
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Interpretando o AIC

SQRE,
n

AIC:n-In( )+2(k+1)

@ a primeira parcela € funcao crescente de SQREy, i.e., quanto
melhor o ajustamento, mais pequena a primeira parcela;

@ a segunda parcela mede a complexidade do modelo (k+1 € o0
numero de parametros), pelo que quanto mais parcimonioso o
modelo, mais pequena a segunda parcela.

Assim, o AIC depende simultaneamente da qualidade do ajustamento
e da simplicidade do modelo.

Um modelo para a variavel resposta Y € considerado melhor que outro
se tiver um AIC menor (quando ajustados com 0s mesmos dados).
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Algoritmo de exclusao sequencial com base no AIC

Pode definir-se um algoritmo de exclusao sequencial, com base no
critério AlIC:

@ ajustar o modelo completo e calcular o respectivo AlC.

@ ajustar cada submodelo com menos uma variavel e calcular o
respectivo AIC.

@ Se nenhum dos AICs dos submodelos considerados for inferior ao
AIC do modelo anterior, o algoritmo termina sendo o modelo
anterior o modelo final.

Caso alguma das exclusoes reduza o AIC, efectua-se a exclusao
que mais reduz o AIC e regressa-se ao ponto anterior.
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As duas variantes dos algoritmos

Os algoritmos de exclusao sequencial baseados nos testes t ou no AlC
coincidem nas variaveis a excluir, podendo diferir apenas no momento de
paragem.

Em geral, um algoritmo de exclusao sequencial baseado no AIC € mais
cauteloso na exclusao, sobretudo se o valor de o usado nos testes t for
baixo. Nos algoritmos baseados nos testes t, € aconselhavel usar valores
mais elevados de a, como a = 0.10.

Um algoritmo de exclusao sequencial nao garante a identificacao do "melhor
submodelo” com um dado numero de preditores. Apenas identifica, de forma
computacionalmente ligeira, submodelos "bons”.

Deve ser usado com bom senso e o submodelo obtido cruzado com outras
consideracoes (e.g., o custo ou dificuldade de obtencao de cada variavel, ou
0 papel que a teoria relativa ao problema em questao reserva a cada
preditor).
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Exemplo: prever a percentagem de musculo em carcacga de porcos a partir de 7 preditores

proc reg data=porcos;

model Musculo = Area Gordurasubcut Peso Rendimento Gordurarenalpel Comprimento LarguraBAnca /clb
covb xpx R CLI CLM ;

output out=out reg p=predicted value;

test Area, Gordurasubcut, Peso, Rendimento;

RUN;
quit;
Parameter Estimates
' Parameter Standard o « Ha 6 preditores cuja exclusao individual é

Variable DF Estimate Error tValue Pr> |t 95% Confidence Limits admissivel (com a = 0.05).

Intercept 1 5411487 9.27061 584 <0001 3391594 7431380

Area 1 006200 070162  0.09 0.9310 «-146670 1.59070  Mas nao é legitimo concluir que Area,

Gordurasubcut =~ 1 -0.93861 036030 261 00230 -1.72363  -0.15359 Peso, Rendimento, Gordurarenalpel,

Peso 1 024489 026196 093 0.3683 «-o 32587 0.81565 Comprimento e LarguraAnca sao

, dispensvaveis em conjunto.

Rendimento 1 0.00623 0.08323 0.07 0.9416 -0.17511 0.18756

Gordurarenalpel 1 -0.01436 0.00714 -2.01 0.0673 -0.02991 0.00119

Comprimento 1 001774 0.04832 037 0.7199 @l -0.08755  0.12302

LarguraAnca 1 0.11974  0.06255 1.91 0.0797 @ -0.01654 0.25602

144



O algoritmo de exclusao sequencial com testes aos f3;
(com a = 0.10)

ajustar o modelo completo, com os p preditores

Modelo inicial, Completo, p = 7
= Area Gordurasubcut Peso Rendimento
Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca

model Musculo

Variable
Intercept

Area
Gordurasubcut
Peso
Rendimento
Gordurarenalpel
Comprimento

LarguraAnca

DF

Parameter Estimates

Parameter Standard

Estimate
54 11487
0.06200
-0.93861
0.24489
0.00623
-0.01436
0.01774
0.11974

Error
9.27061
0.70162
0.36030
0.26196
0.08323
0.00714
0.04832
0.06255

t Value
5.84
0.09
-2.61
0.93
0.07
-2.01
0.37
1.91

Pr > |t| 95% Confidence Limits

<0001 33.91594
09310  -1.46670
0.0230  -1.72363
03683  -0.32587
0.9416 «-0,17511
0.0673  -0.02991
07199 -0.08755
0.0797  -0.01654

74.31380
1.59070
-0.15359
0.81565
0.18756
0.00119
0.12302
0.25602

The REG Procedure
Model: MODEL1
Dependent Variable: Musculo
Number of Observations Read 20

Number of Observations Used 20

Analysis of Variance

Sum of Mean

Source DF Squares Square FValue Pr>F
Model 7 7798252 1114036 2150 <.0001
Error 12 6.21748 051812

Corrected Total | 19 84.20000

Root MSE 0.71981 R-Square 0.9262
Dependent Mean | 54.30000 AdjR-Sq 08831
Coeff Var 1.32561

para todas as variaveis rejeita-se Hy : f§;=07?

l (a = 0.10)

se existir mais do que uma variavel candidata a sair, excluir a variavel
associada ao maior p-value (isto €, ao valor da estatistica t mais
proxima de zero)
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Exemplo (continuagao)

Reajustar o modelo apods a exclusao da variavel rendimento
model Musculo = Area Gordurasubcut Peso Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca

Parameter Estimates

Parameter Standard

Variable DF  Estimate Error tValue Pr> |t 95% Confidence Limits para todas as variaveis rejeita-se Hy : ﬁj: 07?

Intercept 1 5450052 740466  7.36 <0001 3850373 7049732 l (a = 0.10)

il , sinbrinl Wit Lo ‘1'37575 147817 5e existir mais do que uma variavel candidata a sair, excluir a variavel
Gordurasubcut 1 -0.94880 032059 -296 00111 -164138 -0.25621  associada ao maior p-value (isto €, ao valor da estatistica t mais
Peso 1| 026275 023057 110 02929 02453 075087 Proximadezero)

Gordurarenalpel 1 -0.01427  0.00677 211 0.0549 -0.02889 0.00034730

Comprimento 1 0.01672  0.04456 038 0.7135 -0.07955 0.11300

LarguraAnca 1 0.11927  0.05981 199 00675 -0.00994 0.24849
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Exemplo (continuagao)

Reajustar o modelo apos a exclusao da variavel Area

model Musculo =

Variable DF
Intercept 1
Gordurasubcut 1
Peso 1
Gordurarenalpel 1
Comprimento 1

LarguraAnca 1

Gordurasubcut Peso Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca

Parameter Estimates

Parameter Standard

Estimate
54.95081
-0.96660
0.25637
-0.01457
0.01747
0.11937

Error
4.46691
0.21686
0.21768
0.00534
0.04195
0.05764

t Value
12.30
-4.46

1.18
273
042
207

Pr > | | 95% Confidence Limits | P37 t0das as

<0001 4537024
0.0005 143173
02585  -0.21050
00162  -0.02602
0.6834 ¢@1-0.07251
00573  -0.00425

variaveis rejeita-se Hp : ;=07

l (a = 0.10)
64 53139

050147 se existir mais do que uma variavel candidata a sair, excluir a variavel
associada ao maior p-value (isto €, ao valor da estatistica t mais

0.72325  hroxima de zero)

-0.00313
0.10745
0.24298
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Exemplo (continuagao)
Reajustar o modelo apos a exclusao da variavel Comprimento

model Musculo = Gordurasubcut Peso Gordurarenalpel LarguraAnca

Parameter Estimates

Parameter Standard

Variable DF  Estimate Error tValue Pr> |t 95% Confidence Limits para todas as variaveis rejeita-se Hp : §;=0?
Intercept 1 5595724 365149 1532 <0001 48.17427 63.74020 l (a = 0.10)
Gordurasubcut 1 -0.98841  0.20456  -4.83 0.0002  -142443  -0.55240 . : ; ' :
se apenas existe uma candidata a sair, excluir essa variavel;
Peso 1 0.26808  0.20982 128 0.2208 « -0.17915 0.71531
Gordurarenalpel 1 -0.01423  0.00512  -2.78 0.0141  -0.02515  -0.00331
LarguraAnca 1 0.12268  0.05549 221 0.0430 0.00441 0.24095
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Exemplo (continuagao)

Reajustar o modelo apos a exclusao da variavel Peso

model Musculo = Gordurasubcut Gordurarenalpel LarguraAnca

Parameter Estimates

Parameter Standard
Variable DF  Estimate Error tValue Pr> [t 95% Confidence Limits para todas as variaveis rejeita-se Hp : f;=07?

Intercept 1 6021488 152200 3956 <0001 56.98839  63.44138 (a = 0.10)
Gordurasubcut = 1 -092545 020242 457 00003 -135456  -0.49633
Gordurarenalpel 1 -0.01721 000465 -370 0.0019 -0.02707  -0.00734
LarguraAnca 1 011380 005613 203 00596 -0.00519  0.23279

Quando nao existirem variaveis candidatas a sair, ou quando sobrar um
unico preditor, 0 algoritmo para. Tem-se entao o submodelo final,

Submodelo final:

Root MSE 0.66078 R-Square 09170
model Musculo = Gordurasubcut Gordurarenalpel LarguraAnca DependentMean 5430000 AdjR-Sq 09015
Coeff Var 1.21690

Parameter Estimates

Parameter Standard
Variable DF  Estimate Error tValue Pr> |t 95% Confidence Limits

Intercept 1 60.21488 152200 39.56 <0001 5698839 6344138
Gordurasubcut 1 -0.92545  0.20242 457 00003  -1.35456  -0.49633
1 -0.01721  0.00465  -3.70 0.0019  -0.02707  -0.00734
1 0.11380  0.05613 2.03 0.0596  -0.00519 0.23279

Gordurarenalpel

LarguraAnca



Algoritmo de exclusao sequencial com base no AIC

Um modelo para a variavel resposta Y € considerado melhor que outro
se tiver um AIC menor (quando ajustados com 0s mesmos dados).

proc reg data=porcos;
model Musculo = Area Gordurasubcut Peso
Rendimento Gordurarenalpel Comprimento

Number in Adjusted

LarguraAnca /clb covb xpx R CLI CLM Model R-Square

selection=adjrsqg aic; 4
RUN;

N & v ;v Y O EaE R R DYDY W

0.9052
0.9015
0.8997
0.8987
0.8985
0.8971
0.8962
0.8956
0.8920
0.8920
0.8915
0.8909
0.8905
0.8900
0.8842
0.8834

R-Square
0.9252
0.9170
0.9261
0.9253
0.9252
0.9188
0.9181
0.9176
0.9261
0.9261
0.9201
0.9253
0.9193
0.9189
0.9208
0.8957

AIC
-13.1025
-13.0365
-11.3487
-11.1425
-11.1101
-11.4592
-11.2878
-11.1738

-9.3580
-9.3543
-9.7781
-9.1440
-9.5898
-9.5004
-7.9614
-10.4631

Variables in Model

Gordurasubcut Peso Gordurarenalpel LarguraAnca «

Gordurasubcut Gordurarenalpel LarguraAnca

Gordurasubcut Peso Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca

Area Gordurasubcut Peso Gordurarenalpel LarguraAnca

Gordurasubcut Peso Rendimento Gordurarenalpel LarguraAnca
Gordurasubcut Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca

Area Gordurasubcut Gordurarenalpel LarguraAnca

Gordurasubcut Rendimento Gordurarenalpel LarguraAnca

Area Gordurasubcut Peso Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca
Gordurasubcut Peso Rendimento Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca
Gordurasubcut Rendimento Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca
Area Gordurasubcut Peso Rendimento Gordurarenalpel LarguraAnca

Area Gordurasubcut Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca

Area Gordurasubcut Rendimento Gordurarenalpel LarguraAnca

Area Gordurasubcut Rendimento Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca

Gordurasubcut Gordurarenalpel
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A Validacao do Modelo (analise dos residuos)

TODA a inferéncia feita até aqui admitiu a validade do Modelo Linear,
e em particular, dos pressupostos relativos aos erros aleatorios:
Normais, de média zero, variancia homogénea e independentes.

Uma analise de regressao nao fica completa sem que haja uma
validacao dos pressupostos do modelo.

A validacao dos pressupostos relativos aos erros aleatorios (que sao
desconhecidos) faz-se através dos seus preditores, os residuos.
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A analise de Residuos e outros diagnosticos

Uma analise de regressao linear nao fica completa sem o estudo dos
residuos e de alguns outros diagnésticos.

O modelo linear admite que ¢ — .4 (0,062) Vi=1,..,n.
Sob o0 modelo linear, os residuos tém a seguinte distribuicao:

Ei ~ N (0.02(1—n,-,-)) Yi=1,..n,

sendo hj; 0 i-ésimo elemento diagonal da matriz H = X(X'X)'X' de
projeccao ortogonal sobre o subespaco ¢'(X).

Este resultado demonstra-se mais facilmente considerando o vector
dos residuos, E = Y-Y = Y—HY = (I,—H)Y.
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Propriedades dos Residuos sob o modelo linear

Teorema (Distribuicao dos Residuos no Modelo Linear)
Dado o Modelo Linear, tem-se:

—

E ~ .4;,(6,02(I,,—H)) sendo E = (I,—H)Y .

Como no Modelo Linear Y — . n'(xﬁ'. a°l,,), o vector dos residuos E = (I, — H)Y . tem
distribuicao Multinormal em sentido generalizado

O vector esperado de E resulta das propriedades do acetato 125:
® E[E] = E[(ln—H)Y] = (Iln—H)E[Y] = (I.—H)XB = 0, o
pois XB € ¢ (X), logo permanece invariante sob a projeccao: HXB = XpB.

@ Pelas propriedades do acetato 126 e o facto de H ser simétrica (H'=H) e
idempotente (HH=H), tem-se: ‘
VIE] = V[(I,-H)Y] = (I,-H)V[Y](I,-H)! = ¢2.(I,-H).
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Propriedades dos Residuos no Modelo Linear (cont.)

Nota: Embora no modelo RL os erros aleatérios sejam independentes, o0s
residuos nao sao variaveis aleatorias independentes, pois as covariancias
entre residuos diferentes sao (em geral), nao nulas:

cov(E,E) = —c®-h;, sei#j,

onde h; indica o elemento da linha i e coluna j da matriz H.

SeE ~ A, (6._ o?(l,— H)) , entdo cada residuo tem distribuigcao:

By S (0 ; (1~ hﬂ')) :

onde h;; € o i-ésimo elemento diagonalde H e

E;
\/0’2(1 — h,',‘)

~H(0,1).
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Residuos habituais : E; = Y, — V,-;

Residuos (internamente) estandardizados : R; = 3

JOMRE-U ~hi)’
Residuos Studentizados (ou externamente estandardizados):

E;
\/QMRE[_;'] -(1— hi)

Ti

sendo QMRE;_j o valor de QURE resultante de um
ajustamento da Regressao excluindo a i-ésima
observacao (associada ao residuo E)).

Como \/T’c‘f;—T) ~ /(0. 1), definem-se residuos normalizados:
it

Para grandes amostras, os R; sao aproximadamente .47(0,1).

Nas regressoes lineares, avalia-se a validade dos pressupostos do modelo
através de graficos de residuos. Nao se efectuam testes de Normalidade, ja
que os residuos nao sao (em geral) independentes.
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Validagdo do modelo: (1) Gréficos de residuos vs. Y;
Grafico indispensavel: Residuos (usuais) vs. Valores ajustados de Y.

Residuaks

-06 -04

02 00 02 04 086

Resicuals vs Firled

Fitted values
Im{Petal.Width ~ Petal.Lengeh)

@ Os residuos devem estar aproximadamente numa banda
horizontal em torno de zero.

@ Nao deve existir qualquer padrao aparente. Sendo valido o
Modelo RL, cor(E;. Y;) = 0.
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Possiveis padrdes indicativos de problemas

Num gréfico de E; vs. Y; podem surgir padrdes problematicos:

Curvatura na disposicao dos residuos Indica violagcao da hipétese de
linearidade entre y e os preditores.

Grafico em forma de funil Indica violagao da hipétese de
homogeneidade de variancias.

Um ou mais residuos muito destacados Indica a existéncia de
observacoes atipicas.

Fawduai va Fried

Um exemplo de residuos em forma de
funil, e sugerindo alguma curvatura na
relacao entre as duas variaveis

scbiads
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Padroes indicativos de problemas (cont.)

Um ou mais residuos muito destacados e/ou banda obliqua: Indica
possiveis observacoes atipicas.

Reschab o F

ARl

T et wdonn
breeglear - kghaty)
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Validacao do modelo: (2) Graficos para avaliar a
Normalidade

para grandes amostras os residuos estandardizados R; = E , devem ser aproximadamente .4/(0,1)

| \/OMRz‘:"-U —hii)
O pressuposto de erros aleatérios Normais pode ser validado com:

@ um qqg-plot que confronte os quantis empiricos dos n residuos
standardizados, com 0s quantis teéricos numa .47(0,1).
Um qqg-plot concordante com a hipotese de Normalidade dos erros
aleatorios devera apresentar colinearidade aproximada. O exemplo
seguinte sugere algum desvio a Normalidade para os residuos mais
extremos.

Savel Q- Q

Tresvacs Cawi
P Wl - Prslisegh)

=ste gg-plot sugere algum desvio para os residuos mais extremos, mas nao
>m quantidade ou de forma suficientemente severa para por em duvida o

ressuposto da Normalidade dos erros aleatorios.
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Validacao do modelo: (3) Graficos para avaliar
iIndependéncia
Dependéncia entre erros aleatérios pode surgir como resultado de:
@ correlacao cronoldgica;
@ correlacao espacial.

Nesse caso, pode ser util inspeccionar graficos de residuos vs. ordem
de observacao ou distribuicao espacial dos residuos, para verificar se
existem padrdes que sugiram falta de independéncia. Nesse caso,
modelos alternativos para series temporais ou dados espaciais podem
ser necessarios.

Validacao do modelo: (4) Graficos de residuos vs.
preditores

A presenca de nao-linearidade em graficos de residuos vs. preditores
individuais pode sugerir a necessidade de transformacoes desses

preditores.
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Observacoes atipicas

Outras ferramentas de diagnéstico visam identificar observagées
individuais que merecem ulterior analise.

Observacoes atipicas (outliers in English). Conceito sem definicao
rigorosa, procura designar observacoes que se distanciam da relacao
linear de fundo entre Y e as variaveis preditoras.

Muitas vezes surgem associadas a residuos grandes (em modulo).
Em particular, e como os residuos Studentizados tém distribuicao
aproximadamente .4(0,1) para n grande, observagdes para as quais
‘R;| >3 (ou |T;| > 3) podem ser classificadas como atipicas.

Mas por vezes, observacoes distantes da tendéncia geral podem
afectar o proprio ajustamento do modelo, e nao serem facilmente
identificaveis a partir dos seus residuos.
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As chamadas “observacoes alavanca”

Define-se o valor do efeito alavanca (leverage) da i-ésima observagao como
sendo o /-ésimo valor diagonal da matriz H: h; = H; ). J

- - n
Como Y=HY, tem-se y;= )} h;y; (cada valor ajustado € combinagéao linear
J=1

dos valores observados). O efeito alavanca hj; € a ponderagao associada a
y; na definicao do valor ajustado correspondente, ;. Nao deveria ser
excessivo.

Observacoes alavanca (/leverage points) sao observagoes com h;; elevado,
que tendem a “atrair” a hipersuperficie ajustada numa regressao.

Como V|[E;] = 62 (1-h;), se h; é elevado, a variancia do residuo E; é baixa e
o residuo tende a estar perto da sua média (zero). Ou seja, a superficie
ajustada tende a passar proximo desse ponto.
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Observacoes alavanca (cont.)

Verifica-se, para qualguer observagao:

1
- < hi =1.

O valor médio das observagoes alavanca numa regressao linear € a razao
entre o0 no. de parametros e 0 no. de observacgées:

h=Pt1l
n

Logo, quanto mais observacoes, menor o efeito alavanca médio.
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Observagoes alavanca (cont.)

Observagoes com um efeito alavanca elevado podem, ou nao, estar
dispostas com a mesma tendéncia de fundo que as restantes observagoes,
i.e., podem, ou nao, ser atipicas (outliers).

Efeito alavanca numa regressao linear Simples
Numa regressao linear simples, tem-se

D=
! n (n-1)-s,2(

-t

Assim, numa RLS, o efeito alavanca da observacao / depende do valor x; em
relacao a média Xx: quanto maior (x; — x)?, maior h;. O maior efeito alavanca
tem de pertencer a uma das duas observac¢oes mais extrema em x.

Numa regressao linear multipla, os maiores efeitos alavanca correspondem
as observacoes em que os valores dos preditores estao mais afastados do

vector das médias dos preditores.
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Observacgoes influentes

Observacoes influentes sao observagoes que, se retiradas da analise,
gerariam variagées assinalaveis no conjunto dos valores ajustados de Y e
nos parametros ajustados, by.

Medida de influéncia frequente é a distancia de Cook, definida como:

n

E (Pj_yl ,'])2
py = 2= '
"~ (p+1)-QMRE ’

sendo 57[ 5 © valor ajustado da observagao /, obtido estimando os f3;s sem a
observagao /. Expressao equivalente é:

D’_R‘z'(1—h,-,-)'p+1

Quanto maior D;, maior € a influéncia da i-ésima observacgao.

E frequente considerar D; > 0.5 como limiar de observagéo influente.
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Uma prevencao

Observacoes atipicas, influentes ou alavanca nao sao 0 mesmo conceito,
embora possam estar relacionados.

D"R"z'(1—h,--)'p+1

R? grande e h; grande = D; grande (observacao influente)

R,.2 pequeno e h; pequeno = D; pequeno (observacao nao influente)
R,? grande e h; pequeno (ou viceversa) - D; pode, ou nao, ser grande
(Se obs. i é, ou nao, influente depende da grandeza relativa de R;? e h;)

Estes diagnosticos servem sobretudo para identificar observacoes que
merecem maior atencao e consideracao.
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ESTUDOS DOS RESIDUOS

proc reg data=porcos plots=diagnostics;

model Musculo = Area Gordurasubcut Peso Rendimento Gordurarenalpel Comprimento
LarguraAnca /clb covb xpx R CLI CLM R P ;

output out=diagnostics r=r student=int r rstudent=ext r h=leverage cookd=cooksd
p=predicted ; ‘ ‘ ‘ s 2

RUN; Residuos usuais, Ei  Residuos Residuos Efeitos Distancias
proc print data=diagnostics;  Standardizados,Ri studentizados, Ti alavanca, hii de Cook, Di
run,
Fit Diagnostics for Musculo
1.5 o o o
3 3
1.0
Sum of Residuals 0 3 0s . g é 1 o . 8 14" 0
Sum of Squared Residuals 6.30036 & 00 e 2o %% 2 0 ° e O
2 o ? 2 o = . = ° o = g - o
Predicted Residual SS (PRESS) 10.26395 05 ; o i ; ¢ s
50 52 54 56 58 50 52 54 56 58 02 04 06 0.8
Predicted Value Predicted Value Leverage
R o 58 o °
Exercicios . =
B 1 o 56 000 0.3
a) Estude os graficos de residuos e outros 3 ‘Fm“ § .y . @ .
. , oy @ o o 0.2+
diagndsticos g ° o 2 o o 3
00 52 oo 0.1
! 50 -0 0.0
-2 -1 0 1 2 50 52 54 56 58 0 5 10 15 20

Quantile Predicted Value Observation



b) Os resultados do ajustamento do modelo com todos os preditores apresentam-se seguidamente:

Variable DF
Intercept 1
Area 1

Gordurasubcut 1
Peso 1
Rendimento 1
Gordurarenalpel 1
Comprimento 1

LarguraAnca 1

Parameter Estimates

Parameter Standard

Estimate
54.11487
0.06200
-0.93861
0.24489
0.00623
-0.01436
0.01774
0.11974

Error
9.27061
0.70162
0.36030
0.26196
0.08323
0.00714
0.04832
0.06255

t Value
5.84
0.09
-2.61
0.93
0.07
-2.01
0.37
1.91

Pr> |t| 95% Confidence Limits

<.0001
0.9310
0.0230
0.3683
0.9416
0.0673
0.7199
0.0797

33.91594
-1.46670
-1.72363
-0.32587
-0.17511
-0.02991
-0.08755
-0.01654

74.31380
1.59070
-0.15359
0.81565
0.18756
0.00119
0.12302
0.25602

The REG Procedure
Model: MODEL1
Dependent Variable: Musculo

Number of Observations Read 20
Number of Observations Used 20

Analysis of Variance

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr>F
Model 7 77.98252  11.14036 21.50  <.0001
Error 12| 6.21748 | 051812

Corrected Total | 19 84.20000

Root MSE 0.71981 R-Square 0.9262
Dependent Mean 54.30000 AdjR-Sq 0.8831
Coeff Var 1.32561
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Output Statistics

Std Residgos Residuo§ Disténcigs de
— usuais standardizados Cook, Di
Dependent Predicted Mean Std Error  Student Exercicios
Obs Variable Value Predict 95% CL Mean @ 95% CL Predict Residual Residual Residual Cook's D
1 58  56.4895 04179 555789 57.4001 546760 583030  1.5105 0.586 2577 0422 b|) Mostre que o valor do residuo
2 57 574744 05758 562198 587290 554660 594828 -04744 0432  -1.098  0.268 usual associado a primeira
3 57 564076 03174 557161 57.0992 54.6936 58.1217 05924 0646 0917  0.025 observacao € e; = 1.5105
4 56  56.8284 04102 559347 57.7221 550233 58.6335 -08284 0592  -1401  0.118
5 56 564186 04894 553524 574849 545222 583151 04186 0528  -0.793  0.068 bii) Mostre que o valor do residuo
6 56 558263 03354 550055 56.5572 54.0961 57.5566 01737 0637 0273  0.003 standardizado associado a
7 55 552852 03695 544800 56.0903 53.5222 57.0481 -0.2852 0618 0462  0.010 primeira observagao € R; = 2.577
8 55 551387 04487 541611 56.1163 532906 56.9867 -0.1387 0563  -0246  0.005
9 55 548051 05010 537134 558967 528942 56.7159 01949 0517 0377 0.017
10 55 551592 04663 541431 561752 532905 57.0278 -01592 0548  -0290  0.008
1 54 542200 03731 534070 55.0329 524535 559864 -02200 0616  -0.357  0.006
12 54 539125 05763 526568 551681 519034 559215 00875 0431 0203  0.009
13 54 531392 03714 523301 53.9484 513745 549040 08608 0617 139  0.088
14 53 531109 05091 520015 542202 51.1899 550319 -0.1109 0509  -0218  0.006
15 53 538286 02863 532048 544524 521407 555164 -08286 0660  -1255  0.037
16 53 528268 06023 515145 541391 507818 548718 01732 0394 0439  0.056
17 52 517865 05118 506715 529015 49.8622 537108 02135 0506 0422  0.023
18 52 514349 05011 503432 525266 495240 533458 05651 0517 1093  0.140
19 51 514835 03672 50.6833 522836 49.7228 532441 -04835 0619  -0781  0.027

169
20 50 504242 05004 493340 515144 485142 523342 -04242 0.517 -0.820 0.079



The SAS System

i i Di hii i
Obs Area Gordurasubcut Peso Rendimento Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca Musculo predicted - r Ii?nlt_r cooksd leverage -:xt_r
1. 8.8- 3.5. 139 50- 200' 72 25. 58. 56.4895. 1,51050- 257743 0.42232. 0.33713 3.69342
2| 92 30 150 47 170 68 24 57 574744 -047437 -1.09829 0.26799 0.63994 -1.10874
3 86 35| 134 48 180 73 23 57 56.4076 059236 091688 0.02536 0.19443 0.91031
4 87 Bo 142 48 150 74 25 56  56.8284 -0.82843 -1.40054 0.11790 0.32471 -1.46607
5 85 35 13.0 5 160 69 22 56  56.4186 -0.41865 -0.79311 0.06758 0.46223 -0.78007
6‘ 8.2 40 1438 49 190 70 21 56  55.8263 0.17368 0.27271 0.00258 0.21717 0.26191
7 80 45 128 46 210 [4 27 55 552852 -0.28516 -0.46164 0.00953 0.26356 -0.44596
N 79 50 151 48 200 76 23 55 551387 -0.13867 -0.24637 0.00482 0.38853 -0.23648
9| 76 45 136 47 190 65 20 55 548051 0.19494 037718 0.01671 048447 0.36328
10‘ 5 50 141 50 210 66 28 55 551592 -0.15915 -0.29025 0.00762 0.41970 -0.27888
11| 76 45 137 49 250 65 22 54 542200 -0.21996 -0.35732 0.00586 0.26867 -0.34395
12| 74 40 122 48 280 74 21 54 539125 0.08754 0.20298 0.00920 0.64101 0.19468
137 7.3 60 147 49 230 68 20 54 531392 0.86076 1.39598 0.08837 0.26620 1.46038
14‘ 7.0 55| 13.1 52 280 62 26 53 531109 -0.11086 -0.21788 0.00594 0.50031 -0.20902
el 75 50 140 50 250 72 21 53 53.8286 -0.82858 -1.25462 0.03698 0.15820 -1.28869
16‘ 6.8 60 129 43 300 75 29 53 528268 0.17321 043946 005638 0.70019 042418
17‘ 6.5 65 142 53 310 [4 23 52 517865 021348 042173 0.02272 0.50547 0.40680
18 638 70 128 45 260 65 22 52 514349 056507 1.09344 0.14049 048455 1.10329
19 70 65 135 47 290 68 20 51 514835 -0.48349 -0.78098 0.02683 0.26029 -0.76749
20 638 7.0 129 48 330 69 21 50 504242 -0.42420 -0.81980 0.07856 0.48323 -0.80785



Exercicios
biii) Mostre que o erro padrao do residuo associado a primeira observagao € 0.586

biv) Mostre que o valor da distancia de Cook da primeira observagao é D; = 0.42232



Algumas transformacgdes de variaveis

Por vezes, é possivel tornear violacoes as hipoteses de Normalidade
dos erros aleatérios ou homogeneidade de variancias através de
transformacoes de variaveis. Por exemplo,

Se var(gj) < E[Y;]] entdo Y — VY
Se var(g;) o (E[Y,—])2 entato Y —InY
Se var(g;) « (E[Y])* entdo Y —1/Y

sao propostas usuais para estabilizar as variancias.

Os exemplos acima sao casos particulares da familia Box-Cox de
transformacdes:
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Prevencoes sobre transformacoes

Mas a utilizacao de transformacgdes de variaveis, sobretudo quando
afecta a variavel resposta, deve ser feita com cautela.

@ Uma transformacao de variaveis muda também a relacao de base
entre as variaveis originais;

@ Uma transformacao que “corrija” um problema (e.g., variancias
heterogéneas) pode gerar outro (e.g., ndo-normalidade);

@ Existe o perigo de usar transformacoes que resolvam o problema
duma amostra especifica, mas nao tenham qualquer
generalidade.
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Adverténcias finais

1. Podem surgir problemas associados a (quase) multicolinearidade
das variaveis preditoras, ou seja, ao facto das colunas da matriz X
serem (quase) linearmente dependentes:

@ podem existir problemas numéricos no calculo de (X'X) ', logo
no ajustamento do modelo e na estimacao dos parametros;

@ podem existir variancias muito grandes de alguns f;s, 0 que
significa muita instabilidade na inferéncia.

Multicolinearidade reflecte redundancia de informacao nos preditores.
E possivel elimina-la excluindo da analise uma ou varias variaveis
preditoras que sejam responsaveis pela (quase) dependéncia linear

dos preditores.
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Adverténcias finais (cont.)

2. Nao se deve confundir a existéncia de uma relacao linear entre
preditores Xi, Xz, ..., Xp € uma variavel resposta Y, com uma relagao
de causa e efeito.

Pode existir uma relacao de causa e efeito. Mas pode também
verificar-se:

@ Uma relacao de variacao conjunta, mas nao de tipo causal (como
por exemplo, em muitos conjuntos de dados morfométricos). Por
vezes, preditores e variavel resposta sao todos efeito de causas
comuns subjacentes.

@ Uma relacao espuria, de coincidéncia numeérica.

Uma relagao causal s6 pode ser afirmada com base em teoria prépria
do fenémeno sob estudo, e nao com base na relagéo linear
estabelecida estatisticamente.
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