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Se 𝒑 = 𝟏, RLS
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Se 𝒑 = 𝟏, RLS
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Se 𝒑 = 𝟏, RLS
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Se 𝒑 = 𝟏, RLS
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A estimação dos erros padrão com o QMRE transforma as 
distribuições normais em distribuições t-Student
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Se 𝒑 = 𝟏, RLS

A estimação dos erros padrão com o QMRE transforma as distribuições
normais em distribuições t-Student
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Se 𝒑 = 𝟏, RLS
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Se 𝒑 = 𝟏, RLS
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RLM

Exemplo 𝑏ଵ: na nossa amostra estima-se que, em média, a 
largura da pétala diminui 0.20727 cm por cada aumento de 
1 cm no comprimentos da sépala (mantendo-se as outras
medições constantes).

Como 𝒕𝟎.𝟎𝟐𝟓 𝟏𝟒𝟔 ୀ𝟏.𝟗𝟕𝟔𝟑𝟒𝟔, o IC a 95% para 𝜷𝟏 é: 

−𝟎. 𝟐𝟎𝟕𝟐𝟕 − 𝟏. 𝟗𝟕𝟔𝟑𝟒𝟔 𝟎. 𝟎𝟒𝟕𝟓𝟏   , −𝟎. 𝟐𝟎𝟕𝟐𝟕 + 𝟏. 𝟗𝟕𝟔𝟑𝟒𝟔 𝟎. 𝟎𝟒𝟕𝟓𝟏

⇔ −𝟎. 𝟑𝟎𝟏𝟏𝟓, −𝟎. 𝟏𝟏𝟑𝟑𝟖

Temos 95% de confiança em como
o verdadeiro valor de 𝜷𝟏 (na população) está
compreendido entre −𝟎. 𝟑𝟎𝟏𝟏𝟓  𝐞 − 𝟎. 𝟏𝟏𝟑𝟑𝟖.

As estimativas dos desvios padrão associados 
à estimação de cada um dos parâmetros

RLM
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RLS

Nota: O coeficiente associado ao preditor Sepal.Length na regressão linear simples agora ajustada é positivo,
𝑏ଵ =0.75292. No modelo de regressão linear múltipla obteve-se um resultado dfiferente, pois contém, além do
preditor comprimento da sépala, outros dois preditores (largura da sépala e comprimento da pétala), que
contribuem para a formação dos valores ajustados. Na presença desses dois preditores, a contribuição do
comprimento da sépala teve um sinal negativo. Esta aparente contradição sublinha uma ideia importante:
a introdução (ou exclusão) de preditores numa regressão linear têm efeitos sobre todos os parâmetros, não
sendo possível prever qual será a equação ajustada sem refazer as contas do ajustamento.

Um IC a 95% de confiança para o declive da 
recta populacional é] 0.66690,  0.83894[.
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RLM

Teste 𝐻଴: 𝛽௢=0 vs. 𝐻ଵ: 𝛽௢ ≠0 

Teste 𝐻଴: 𝛽ଵ=0 vs. 𝐻ଵ: 𝛽ଵ ≠0 

Teste 𝐻଴: 𝛽ଶ=0 vs. 𝐻ଵ: 𝛽ଶ ≠0 

Teste 𝐻଴: 𝛽ଷ=0 vs. 𝐻ଵ: 𝛽ଷ ≠0 

Exemplo: 𝑇஼௔௟௖ =
௕యିఉయ|ுబ

ఙෝ ෡ഁయ

=
଴.ହଶସ଴଼

଴.଴ଶସସଽ
= 21.40

O valor de prova (p-value) indica uma claríssima rejeição da hipótese nula para um 
nível de significância usual

Nota: por exemplo, para o teste 𝐻଴: 𝛽ଷ=0.5 vs. 𝐻ଵ: 𝛽ଷ ≠0.5 

𝑇஼௔௟௖ =
௕యିఉయ|ுబ

ఙෝ ෡ഁయ

=
଴.ହଶସ଴଼ି଴.ହ

଴.଴ଶସସଽ
= 0.983258473 

(O valor de prova (p-value) da tabela não é válido neste caso)

𝑡బ.బఱ

మ
(ଵସ଺)

= 𝑡଴.଴ଶହ(ଵସ଺) ≈ 1.96
𝑇஼௔௟௖ < 1.96, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝛼 = 0.05, 𝑛ã𝑜 𝑠𝑒 𝑟𝑒𝑗𝑒𝑖𝑡𝑎 𝑎 ℎ𝑖𝑝ó𝑡𝑒𝑠𝑒 𝑛𝑢𝑙𝑎
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Covariance of Estimates

Variable Intercept SepalLength SepalWidth PetalLength

Intercept 0.0318157664 -0.005075942 -0.002486105 0.0015144174

SepalLength -0.005075942 0.0022568367 -0.001344002 -0.001065046

SepalWidth -0.002486105 -0.001344002 0.0023949317 0.000802941

PetalLength 0.0015144174 -0.001065046 0.000802941 0.0005998259

proc reg data=iris;
model PetalWidth = SepalLength SepalWidth PetalLength/clb covb xpx;

run;

ICs para combinações lineares
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ICs para combinações lineares

O erro padrão estimado de 𝛽መଵ + 𝛽መଶ

𝜎ොఉ෡భశఉ෡మ
= 𝑉෠ 𝛽መଵ + 𝑉෠ 𝛽መଶ + 2𝐶𝑜𝑣෢ 𝛽መଵ, 𝛽መଶ

Covariance of Estimates

Variable Intercept SepalLength SepalWidth PetalLength

Intercept 0.0318157664 -0.005075942 -0.002486105 0.0015144174

SepalLength -0.005075942 0.0022568367 -0.001344002 -0.001065046

SepalWidth -0.002486105 -0.001344002 0.0023949317 0.000802941

PetalLength 0.0015144174 -0.001065046 0.000802941 0.0005998259

𝜎ොఉ෡భశఉ෡మ
= 0.0022568367 + 0.0023949317 + 2(−0.001344002) =0.04431439
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Se 𝒑 = 𝟏, RLS
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Se 𝒑 = 𝟏, RLS
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Informação Teste F de ajustamento Global
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Teste F Parcial de comparação de um modelo (com p preditores) com um seu submodelo (com k preditores)
Submodelo: PetalWidth = 𝛽଴ + 𝛽ଷ PetalLength
Modelo completo: PetalWidth = 𝛽଴ +𝛽ଵ SepalLength+ 𝛽ଶ SepalWidth+ 𝛽ଷ PetalLength

𝐻଴: 𝛽ଵ = 𝛽ଶ = 0         𝑣𝑠.               𝐻ଵ : ∃௝ୀଵ,ଶ :  𝛽௝ ≠ 0

proc reg data=iris;
model PetalWidth = SepalLength SepalWidth PetalLength;
test SepalLength, SepalWidth;

run;

𝐹௖௔௟௖ =

𝑝 − 𝑘

n−(𝑝 + 1)

Rejeita-se a hipótese nula (para qualquer
nível de significância usual), portanto, a
qualidade do ajustamento dos dois modelos
difere significativativamente.
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Teste F Parcial de comparação de um modelo (com p preditores) com um seu submodelo (com k preditores)
Submodelo: PetalWidth = 𝛽଴ + 𝛽ଷ PetalLength
Modelo completo: PetalWidth = 𝛽଴ +𝛽ଵ SepalLength+ 𝛽ଶ SepalWidth+ 𝛽ଷ PetalLength

De forma equivalente: 

Os valores dos coeficientes de determinação amostrais (𝑅௦
ଶ = 0.9271 𝑒 𝑅஼

ଶ = 0.9379) são significativamente
diferentes.

Exercícios: 
1) Usando os valores dos coeficientes de determinação dos dois modelos ajustados verifique que o 

valor do 𝐹௉௔௥௖௜௔௟஼௔௟௖ = 12.62 (slide anterior);
2) Usando os valores das somas dos quadrados dos resíduos dos dois modelos ajustados verifique

que o valor do 𝐹௉௔௥௖௜௔௟஼௔௟௖ = 12.62 (slide anterior).

proc reg data=iris;
model PetalWidth = PetalLength/clb covb xpx;

run;

proc reg data=iris;
model PetalWidth = SepalLength SepalWidth

PetalLength/clb covb xpx R CLI CLM ;
run;
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proc reg data=iris;
model PetalWidth = SepalLength SepalWidth PetalLength/clb covb xpx R CLI CLM ;

run;

Relembrando alguns resultados do ajustamento do modelo completo: 

3) a) Utilize um teste F parcial para ver se é possível concluir que os modelos com e sem o preditor 
SepalLength têm ajustamento significativamente diferente (utilize 𝛼 = 0.05).

b) Qual o coeficiente de determinação do submodelo resultante da exclusão dessa variável?

Exercícios (continuação): 
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proc reg data=porcos;
model Musculo = Area Gordurasubcut Peso Rendimento Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca /clb
covb xpx R CLI CLM ;
output out=out_reg p=predicted_value;
test Area, Gordurasubcut, Peso, Rendimento;
RUN;
quit;

Exemplo: prever a percentagem de músculo em carcaça de porcos a partir de 7 preditores

• Há 6 preditores cuja exclusão individual é
admissível (com 𝛼 = 0.05).

• Mas não é legítimo concluir que Area,
Peso, Rendimento, Gordurarenalpel,
Comprimento e LarguraAnca são
dispensváveis em conjunto.
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model Musculo = Area Gordurasubcut Peso Rendimento 
Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca 

Modelo inicial, Completo, 𝑝 = 7

(com 𝜶 = 𝟎. 𝟏𝟎)

(𝛼 = 0.10)



146

model Musculo = Area Gordurasubcut Peso Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca

Exemplo (continuação)

rendimento

(𝛼 = 0.10)



147

Exemplo (continuação)

model Musculo = Gordurasubcut Peso Gordurarenalpel Comprimento LarguraAnca

Area 

(𝛼 = 0.10)
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Exemplo (continuação)

model Musculo = Gordurasubcut Peso Gordurarenalpel LarguraAnca

Comprimento

(𝛼 = 0.10)
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Exemplo (continuação)

Peso

model Musculo = Gordurasubcut Gordurarenalpel LarguraAnca

Submodelo final: 

model Musculo = Gordurasubcut Gordurarenalpel LarguraAnca

(𝛼 = 0.10)



150

proc reg data=porcos;
model Musculo = Area Gordurasubcut Peso 
Rendimento Gordurarenalpel Comprimento
LarguraAnca /clb covb xpx R CLI CLM
selection=adjrsq aic;
RUN;

…
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proc reg data=porcos plots=diagnostics;
model Musculo = Area Gordurasubcut Peso Rendimento Gordurarenalpel Comprimento 
LarguraAnca /clb covb xpx R CLI CLM R P ;
output out=diagnostics r=r student=int_r rstudent=ext_r h=leverage cookd=cooksd
p=predicted ; 
RUN;
proc print data=diagnostics;
run;
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Resíduos
standardizados, Ri

ESTUDOS DOS RESÍDUOS

Efeitos
alavanca, hii

Distâncias
de Cook, Di

Exercícios

a) Estude os gráficos de resíduos e outros 
diagnósticos

Resíduos
studentizados, Ti

Resíduos usuais, Ei
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b) Os resultados do ajustamento do modelo com todos os preditores apresentam-se seguidamente:
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Exercícios

bi) Mostre que o valor do resíduo
usual associado à primeira
observação é 𝑒ଵ = 1.5105

Resíduos
standardizados

bii) Mostre que o valor do resíduo
standardizado associado à 
primeira observação é 𝑅ଵ = 2.577

Resíduos
usuais

Resíduos
standardizados

Distâncias de 
Cook, Di
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hiiEi Ri Di Tihii
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biii) Mostre que o erro padrão do resíduo associado à primeira observação é 0.586

Exercícios

biv) Mostre que o valor da distância de Cook da primeira observação é 𝐷ଵ = 0.42232
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